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METODA KINEMATYCZNA
W DYNAMICE KONSTRUKCI SZTYWNO-PLASTYCZNYCH

GRZEGORZ B A K (WARSZAWA) .

Prrzedstawiono metode kinematyczna rozwigzywania niestacjonarnych problemow dynamiki
konstrukcji sztywno-plastycznych w zakresic malych przemieszezed, Wybodr odpowiedniego pola
predkosci przemieszezen, w kazdej chwill procesu plynigcia dokonuje sig na podstawie twierdzenia
ekstremalnego teorii plastycznosci [1]. Zastosowanie metody zilustrowano przykladami okreslenia
ruchu sztywno-idealnie plastycznej plyty prostokatnej i powloki kulistej o matej wyniostosci. Rozwa-
zano obcigZenie dynamiczne dowolnie zmienne w czasie.

1. WstEP

Mozhiwodci uzyskania rozwigzafn zupelnych w dynamice konstrukcji sztywno-
plastycznych, podobnie jak w statycznych zagadnieniach teorii no$nosci granicznej,
sa bardzo ograniczone. Znane rozwigzania znpehe dotyczg zagadnied dynamicznych
belek prostych i niektdrych przypadkow obrotowo-symetrycznego plyniecia plyt
i powlok. Stad teZ poszukuje sig metod przyblizonych, ujmujacych gléwnie tylko
aspekty kinematyczne dynamicznych proceséw plastycznych, Wymaga sie od tych
metod duZego stopnia ogdlnoéci, prostej metody rozwiazywania zadan szczegdlo-
wychi wystarczajacej doktadnodcl.

Do najbardziej znanych metod dynamiki konstrukeji plastyczaych naleza metody
oparte na twierdzeniach szacujacych i metody rozdzielenia zmiennych. Metody sza-
cujace koficowe, frwale przemieszezenia odznaczajg sig duza prostota. Moga byé
jednak stosowane tylko w zagadnieniach, w ktdrych wymuszenie ruchu nastepuje
w wyniku dziatania impulsu predkosci poczatkowe]. Wyznaczony w ten sposéb
obszar, w kidrym zawiera si¢ rozwigzanie $cisle, nic w kazdym przypadku jest
dostatecznie waski. Metody rodzielenia zmiennych zostaly rozwiniete zaréwno dla
konstrukeji sztywno-plastycznych jak i sztywno-lepkoplastycznych. Za ich pomoca
uzyskano wiele interesujacych rozwigzan pozwalajacych na uzyskanie dobrej zgodnosci
z wynikami badaf eksperymentalnych, W przypadku konstrukeji sztywno-plastycz-
-ngj poszukiwanie rozwigzania metoda rodzielenia zmiennych polega na przyjeciu
stalej, niezmiennej w czasie formy ruchu. Szersze omdwienie metod przyblizonych,
ze wskazaniem prac podstawowych w tym zakresie przedstawiono w pracy [15].
Krytyczng oceng rozwigzan w zakresie umiarkowanie duzych ugied zawiera praca
[91. Podj¢to w niej probe klasyfikacii 1 wprowadzenia nomenklatury pojeé wyste-
pujacych w metodach przyblizonych.
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Na szczegdlng uwagg zastuguja réwniez prace dotyczgce twierdzen ekstremalnych
dla ciat sztywno-plastycznych [6] i sprezysto-plastycznych [7]. Dowodzi sig, Ze w danej
chwili, §ciste pole predkosci przemieszczef jest ekstremala pewnego funkcjonatu.
Postaé funkcjonatu dobiera sig tak, aby warunek znikania pierwszej wariacji prowa-
dzit do rézniczkowégoe rownania ruchu. Sformulowane twierdzenia ekstremalne
pozwalaja jednak na uzyskanie rozwigza tyI'ko tych zagadnien, dla kiérych znane sg
rodziny pél predkosci przemieszezett zawierajace pola Scisle. Krytyczne omdwienie
tych twierdzen z propozycjami wykorzystania ich w konstruowaniu rozwigzad
przyblizonych przedstawiono w pracy [10]. Inne wariacyjne metody, opierajac sig
na zalozeniach stacjonarnej formy ruchu plastycznego, podano w pracy [8]. O ekstre-
malngj wlasnoéci stacjonarnego pola predkosci przemieszezen trakiuje praca [5].
Uwagi o stosowanin wogdlnionej zasady Hamiltona do analizy niestacjonarnych
procesoéw plynigeia konstrukcji zawarte sa w artykule [9].

Wymienione prace nie wyczerpuja caloksztaltu problematyki ekstremalnej formy
ruchu konstrukeji plastycznych. Wiasciwe kryteria wyboru formy ruchu mogs
stanowié podstawe ogdlnych metod przyblizonych, uzytecznych szczegdlnie w ana-
lizie proceséw niestacjonarnych, Procesy takie wystepuja przy dzialanin obcigZen
zmiennych w czasie lub przy oddzialywaniach dynamicznych o duzej intensywnosci.
Przykiady rozwiazai Scistych takich probleméw przedstawiono w pracach doty-
czacych plyty kotowej [2 1 3] i powloki walcowej [4].

W pracy ninigjszej przedstawiono metedg kinematyczng dia konstrukeji sztywno-
-plastycznych poddanych dziataniu obcigzenn dowolnie zmiennych w czasie, wywo-
fujacych mate przemieszczenia. Metoda ta umozliwia analize stacjonarnych i nie-

- stacjonarnych proceséw plyniecia dynamicznego. Ogdlnie jest to metoda przybli-
zona, w ktorej wyboru ekstremalnej formy ruchu dokonuje si¢ na podstawie twierdze-
nia minimalnego tecrii plastycznosci. W szezegdlno$ei mozna otrzymad rozwia-
zania Scisle.

2. SFORMULOWANIE METODY KINEMATYCZNET

Rozwazamy cialo sztywno-plastyczne, kidre zajmuje obszar V i ograniczone
jest powierzchnia §. Proces plastycznego plynigcia jest wywolany dzialaniem sit -
powierzchniowych T (xg, ¢), sit masowych X; (xy, ) oraz impulsu predkoscei pocza-
tkowej ; (X, O) =v;o (x;). Sity T; dzialaja na czedei powierzchni oznaczonej przez Sy
Na pozostalej powierzchni S, dane sg kinematyczne warunki brzegowe. Przyjmu-
jemy, 7e na S, predkoéci przemieszczen réwne sa zeru. Pole predkosci poczatkowej
Vo () jest ciagle w obszarze zajmowanym przez ciato. Proces plynigeia scharakie-
ryzowany jest zmiennym w czasie polem predkodci przemieszezeft i (xy, 2), pred-
kosci odksztatcenr ¢;; (xy, #) 1 naprezen oy, (%, t). Pole i, jest ciggle i spelnia kine-
.matyczne warunki brzegowe. Predkosci przemieszczen okre§lone sg wzorami geo-

metryczinymi & j=5(1'1,-,, s+t ). Naprezenia of; spelniajg w kazdej chwili 7 dyna-
. miczny waranek plasiycznodei i réwnania ruchu:

2.0 0%, 1+ X;—B; =0,




METODA KINEMATYCZNA W DYNAMICE KONSTRUKCJF SZTYWNO-PLASTYCzZNYCH 497

gdzie Bf=mii, oznacza sily bezwladnodci. Na Sy 83 spelnione statyczne warunki
brzegowe, of; n;=T,. Pola naprezen of; i predkosei odksztalcenn ¢;; sg zwiazane
ze s0ba stowarzyszonym prawem plquma plastycznego,

W przypadkach, w ktérych nie jest mozliwe uzyskanie rozwigzania smsiego
{it;, €5, 05}, poszukujemy rozwigzania przyblizonego. Zasada mocy wirtualnej
dla kinematycznie dopuszczalnego pola predkofel przemieszezen Wi, i zgodnego
z nim pola, &, jest nasigpujgca:

(2.2) [o58,av— [(G—BDwsav— [T,wids=0.
14 v ST

Wymagamy, aby w kazdej chwili procesu plynigcia warunek plastycznoéei stanowil
w przestrzeni naprezefi powierzehnie wypukla, Warunek wypuklosc: wyraza nierow-
nosc

(2.3) (oy;,—07)E;2 0.

Kinematyczne dopuszczalne napreZenia of; wyznaczamy Za pomocs StOWArzZyszonego
prawa plynigcia ze znanych £ Na podstawie (2.2) i (2.3) mozna okresli¢ funkcjonat

@4 T Ca, D1= [ofedV— [(G—BYwsar— [TwidS>0.
v 14 S

7 twierdzenia kinematycznego teorii plastycznodei [1] wynika, Ze sposrdd wszystkich
kinematycznie dopuszezalnych pol {5, &, of,} $cistym jest pole, kt6re minimalizuje
funkcjonat (2.4). ‘

Nalezy podkreslic, Ze sity bezwladnosol Bf nie sg stowarzyszone z kazdym z pdl
WS, a tylko 7 ekstremalnym polem $cistym ;.

Uzyskanie rozwigzania kinematycznego problemn dynamicznego polega na
wyznaczenin pola predkosci przemieszezen w; (X, 1), sposréd przyjetej rodziny pél
WS, Pole w; i stowarzyszone z nim pola &, ¢,; minimalizujq funkcjonat J [Wi]=J°.
Okreslajac postaé funkcjonalu J¢ nalezy przyjac, ze sily bezwladnosci B; sq wyzna-
czone przez pole ekstremalne w;,

©.5) Je= [of &,dv— [(X,—B)widV— [Tiwids,
' v v St

edzie B;=mw; Przy odpowiednich zaloZeniach regularnofci warunek minimum
funkcjonalu jest nastepujacy:
(2.6) aJel,

e
W= Wi

=0,

Postaé funkcjonalu J¢ wyraza bilans mocy dysypowanej oraz mocy sit masowych
i powierzchniowych, obliczony dla kinematycznie dopuszczalnego mechanizmu
ptynigcia W, Poszukiwane sity bezwiadnosci B; oraz sity masowe X 1 sily powierz-
chniowe T, musza spetniaé, w kazdej chwili procesu plynigcia dynamicznego, row-
nanie bilansu mocy:

@27 fa,js,JdV f(Xi —BY W, dV— fdeS 0.
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Bilans mocy (2.7) jest rownaniem podstawowym metody kinematycznej. Uklad réwnan
(2.6} 1 {2.7) pozwala okredli¢c rozwigzanie kinematyczoe problemu dynamiki kon-
strukcji sztywno-plastycznej. Zastosowanie twierdzenia ekstremalnego teorii pla-
stycznodci umozliwia wybdr ekstremalnego pola predkodci przemieszezen w kazdej
chwili procesu ptynigcia.

Dla oceny przedstawtonej wyzej metody rozpatrujemy dwie grupy rozwigzan:
Sciste {u;, ¢, of;} 1 kinematyczne {Ww,, &, ;;}. Rozwigzanie Scisle spehnia réZniczko-
we réwnania rownowagi oraz kinematyczne i statyczne warunki brzegowe. Dla obyd-
wu tych grup rozwiazan mozna napisaé zaleznoscl, wyrazajace zasade mocy wirtual-
nych w kazdej chwili procesu ptyniecia:

fotiéudv— [(Xi—BDw.av— [Towds=0,
14 14 ST

(2.8) ~
faijéij dV—‘ f(Xi—Bt) 'I‘ifldV'—' leWidS:O.
v ¥ Sr

Odejmowanie prawych stron tych rownad, przy wykorzystanin postulatn (2.3),
prowadzi do nieréwnosci

(2.9) f (BS—B)w;dV = 0.
s

Nierownoé¢ wskazuje na mozliwosé uzyskania metoda kinematyczng rozwigzania -
Scistego. Z powyzszej nierdwnosci wynika, Ze otrzymane rozwigzanie szacuje przy-
spieszenie 7 niedomiarem w sensie normy catkowej (2.9) z waga w;.

W poszukiwaniu rozwigzad kinematycznych probleméw dynamiki i statycznych
probleméw teorii nodnosei granicznej wystepuje daleko idace podobiehstwo. Dla
podkreflenia tego podobieristwa zaproponujemy nastepujacy algorytm rozwigzania
zadania dynamiki:

1. Przyjmujemy rodzing kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci prze-
mieszczeh Wi, opisujacych ruch konstrukeji sztywno-plastyeznych w procesie obcig-
zenia dynamicznego

(210) : W(: (xb f) :wgi (t)fl {xk.'l Ain (xks I)] L)

gdzie W5, (f) oznacza parameter intensywnosci pola, kidry jest predkoécia charak-
terystycznego obszaru, linii lub punkfu mechanizmu plyniecia (i=1, 2, 3), oy, (xy, 1)
parametrami geometrycznymi opisujgeymi polozenie i granice stref plastycznych
obszardw sztywnych lub linii zatlomow (i=1, 2, 3, n=1, 2, ..) oraz gdzie f; (x 1)
jest funkcja opisujaca zmiennoéé ksztattu pola predkosci WS w procesic plyniecia.

W rodzinie pél W bedziemy poszukiwaé pola w;, kidrego whasnoéci okresla,
zgodnie z twierdzeniem extremalnym, warunek (2.6). Pole w; wyznaczone jest catko-
wicie przez parametry o, (g, £) 1 Wo; (2).

Stowarzyszone sily bezwladno$ci wynosza B; =mw;. W ogélnoéci pole B, jest
nicciagle, jezeli granice stref plastycznych moga byé ruchome. Nieciaglosci te sa
dopuszczalne, poniewaz pole predkosci przemieszezen w,; jest ciagte.

-
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2. W ustalonej chwili ¢ rozpatrujemy pomocnicze zadanie statyczne teorii
nosnodci gramicznej. Zadanie dotyczy obeigzen nieproporcjonalnych. Czynne ob-
cigzenia dynamiczne X; (x,, 1) 1 T; (x,, ?) sa ustalone. Poszukujemy natomiast inten-
sywnosci i ksztaltn pola sit bezwladnosci B; (x,, #). Wymagamy, aby pod lacznym
dziataniem sit X, T} i B; wystgpowal stan réwnowagi granicznej konstrukcji. Zwiazki
stanu granicznego okrela w procesie plyniecia chwilowy warunek plastycznofci. |
Nalezy réwniez wyznaczy¢ sposréd rodziny w5, stowarzyszony mechanizm plynigcia
czyli pole predkodei przemieszezen w3 o wlasnoéci ekstremalnej, zgodnie z twierdze-
niem minimalnym. Interesuje nas jedynie ksztalt pola w*, a wigc parametry geometrycz-
ne of, (%, £). Rozpatrywane zadanie jest opisane uktadem rdéwnan

JW}=rr= [of,é,dv— [(X,-B)widv— [1,%dS=0,
(2.11) v v St

afs=0.
Warunek (2.11), jest ukladem réwnan rézniczkowych_Eulera dla funkcjonatu J5.
Jezeli parametry geometryczne sa tylko funkcjami czasu, of, (xg, ty=aj, (), to
(2.11), redukuje si¢ do nastepujacego ukiadu: ,

-
(2.12) ==0, i=1,2,3, n=1,2,...

de

in
Ogdtem (2.11) jest ukiadem nicoznaczonym ze wrzgledu na wystepowanie niewiado-
mych Wy, o, 1 o3,

3. Sformulowane zadanie statycznej noénosci granicznej bedzie opisywaé podsta-
wiony problem dynamiczny, jezeli sily bezwtadnosci B; beds stowarzyszone z ekstre-
malnym polem predkosci przemieszezen wS. W tym celu nalezy utozsamié ksztatty
pol w; oraz Wi, przyjmujac of, (X, £) =0, (X%, 1). Wowczas ukiad réwnan {2.11), albo
(2.11), 1 (2.12), stanie sie oznaczony.

Poszukiwanie rozwigzad metoda kinematyczng zilustrowano przykladami plyty
prostokatnej i powloki kulistej o malej wyniostosci deformujacym sie pod dziataniem
zmiennego w czasie obcigZenia dynamicznego.

3. DYNAMIKA PLYTY PROSTOKATNEY

Rozpatrujemy prostokatna plyte przegubowo zamocowana albo utwierdzona
na wszystkich krawgdziach. Masa jednostkowa plyty wynosi m. Plyta jest wykonana
7 materiaty sztywno-plastycznego, niewrazliwego na predkosc i wielkosé odksztatcen
plastycznych. Wiasnosci plastyczne sg zgodne z warunkiem najwigkszych naprezen
normalnych. Zmienne w czasie obciazenie dynamiczne p (¢), réwnomiernie roztozone
na: calej powierzchni plyty, wywoluje male przemieszczenia plastyczne. W dynamice
konstrukeji sztywno-plastycznych forma ruchu plastycznego zalezy od intensywnoéci
dzialajacych obcigzen dynamicznych. W tym przypadku wyrdznimy obcigenia
o $redniej i duzej intensywnosci. Poszukujemy rozwiazania zgodnie z algorytmem
podanym w p. 2.
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Rozpatrzymy przypadek obciaZenia $redniego.

1. OkreSlenie rodziny kinematycznie dopuszezalnych pdl prediosci przemieszczeit.
Przy dzialaniu érednich obciazeft dypamicznych, pole predkodei przemieszezen jest
zgodne z mechanizmem plynigcia odpowiedniego zadania no$nodci granicznej

(rys. 1). -
Oszacowanie z nadmiarem obciaZenia granicznego ma postal
' Po 6(1+v) M,
Por =725 Po= 5
a
G.1) o |
a z ,
52?21: CL:';S 62C1+2C1—3=03'

gdzie M, oznacza moment uplastyézniajacy plyte oraz

0 dla plyty przegubowo zamocowanej,
1 dla ptyty utwierdzonej.

H

Ze wzgledu na zmienno$¢ w czasie obcigzenia p(¢), pole predkosci przemieszezen
w procesie dynamicznego plyniecia plyty jest niestacjonarne. Przyjmujemy, Ze linie
zalomow plastycznych, dobiegajace do narozy
plyty, sa ruchome. Ich polozenje okreila
wspolrzedna z (1) =af (). Intensywnos¢ pola
predkosci przemieszczeh wyznacza predkosé
srodkowej linii zatomu CC'—w (). Obie-
ramy rodzine kinematycznie dopuszczalnych
pél predkosci we w postaci

zb

3.2) .
{ WwE(f) xy
——— — dlaplata 1,
- @) a Rys. 1. Kinematycznic dopuszezalna siatka
W (X )= X linii zalomOw w statycznym zadaniu nos-
l W5 (1) H;_ dla plata 2. noéci granicznej plyty prostokatnej

Poszukujemy w rodzinje w¢ pola predkosei przemieszezen w, ktdre jest przyblizonym
rozwigzaniem zadamia dynamiki., Jest ono okreSlone parametrami g (¢) i ¢ {2).
Stowarzyszone z W pole sit bezwladnosci jest nastgpujgee:

PR
HM]& dla plata 1,

(@ 1 a
(3'3) B(xk’ t) :m{
{ wo (1) % dla plata 2.

W polu przyspieszen wystepuja nieciaglosci na ruchomych granicach platéw 11 2.

2. Pomocnicze zadania statyczne teorii nosnosci granicznej. Intensywno$¢ i ksztalt
pola sit bezwiadnosci , B=B (W,, (), wyznaczymy z warunku, aby pod dzialaniem
obciazenia zewnegtrznego p i B, wystapil stan rOwnowagi graniczne] plyty prostokatne;.
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Zadanie rozwigzujemy metoda kinematyczna. Okreslimy stowarzyszony mechamzm D
plynigcia plastycznego czyli pole predkosci przemieszezer vwe. Itustracje zadania
stanowi rys. 2. Uklad réwnani (2.11); im (2.12) ma postaé

Jr=D— L+ L =0,

v=1 =
(34 d 4 Zlurgiiiazag
D — L5+ L5) = X%
ac ( > L) =0, i X1 N Tx,
gdzie . T C'/: ¢
PR AT (§2+ s)abpow; al
- ‘ poza VO
_L_ik)ﬁ
oraz gdzie /, oznacza dhugo§¢ zalomdw, 6° pr§d~
kos¢ obrotu platéw, przy czym- - Iy 4 ot
- f POV AS=2(3— ) abp (F) W, (2 4 14 $80x,1)
e, L T | e
Bt dS =
f 1( ) Rys. 2. Hustracja graficzna poszu-

kiwania rozwiazania zadania dyna-
miki dla srednich obciazen:a) ki-
_ 2

+wo [4 3¢+ Zé's ({:s —¢ )}}abm W - nematycznie dopuszczalna siatka
linii zalomow : linie ciagle — w, linie
Okreslenie. réwnan problemu dynamiki, Przyj. Preetywane —w', b) Obc%a‘ie;ie e
mujemy w (3.4) (*={. Otrzymujemy uklad réwnan ?m@umc‘v @), S.ﬂy 1nereylne *, I,)
S ) . ‘ .1 ksztalt pola w dla zadania nos-
Op1sugey plobler}’l dynam.lkx ,.Sztywno-plastycznej nosci granicznej w ustalonej chwili
plyty prostokatnej pod dziataniem obcigZenia p () ¢ procesn dynamicznego plyniecia

o Sredniej intensywnosci w postaci :

: 1
2(3—Op(t)w2((§2 +—)p0m2(2—¢’)mf1:‘0+€'mﬁfo=0,
(3.5) 4

282 p(t)—2po - E2 mvirg + Ly =0
Rozwiazanie (3.5) wzgledem w, ()i £ (r) prowadzi do ultadu réwnan rézniczkowych

N 2
nwg = 13 [(B—2Dp () —E&pol,

(3.6)

2
[T [(A=Dp O+ P+ pol.

Warunki poczatkowe problemu sg nastepujace:
Wo(0)=w, (0)=0, (0=,
—(p+<M) 5—30+4=0,

mi =

3.7
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gdzie ¢=p (0)/p, oznacza wspdlczynnik poczatkowe] intensywnoéci obcigZenia
dynamicznego. Warunek na {, uzyskuje si¢ z (3.6), wymagajgc skoiiczonej predkosci
{ w chwili z=0. Zastosowanie reguly de L’Hospitala daje wzér

e
33 0= A 2+ 11p

Z (3.8) wynika, e znak pochodnej p (0) decyduje o kierunku ruchu linii zaloméw,
dobiegajacych do narozy plyty w poczatkowym okresie czasu.

Ruch plyty plastycznej, pod dziataniem obciazenia dowolnie zmiennego w czasie
o intensywnodci sredniej, odbywa sie w jednej fazie od chwili 7=0 a2 do ustania
.ruchu w chwili #;, Obciazenie dyna-

p(0).

miczne mo%e byé zardwno monotoni- S
cznie malejace wcalym okresie dziatania i s Zpt
jak réwniez poczatkowo resnacei nas- RANN @ / 5F
tgpnie malejace. Koniec rachu wyzna- g B - ﬁlﬁir
czamy w warunku zanikania predkosci g A O) |
tyty: 4 . ~ i
plyty 2% |1 A D e g
) sy S
(3.9) o (1) =0. B 2 st
: . ® T s
Gorna granica obcigzenia $redniego L | 1
podana zostanie w dalszej czesci pracy. L Xo %"51:
Z kolei rozpatrzymy przypadek
v=0 |
obciazenia duzego. _jStt-blta
? & _attte |
J_ns, .
1. Okreslenie rodziny kinematycznie . S=f1 ——
. . "=fa
dopuszezalnych pdl prediodci. Rodzina a £ L
kinematycznie dopuszezalnych pdl pred- 1

kofci przemieszezen W, odpowiadajqca Rys. 3. Ilstiracja graficzna poszukiwania roz-
obcigZeniu o duzej intensywnoéci, cha- wigzania zadania dynamiki dla duzych obcigzen;
rakteryzuje sie ukladem linii zalomow linie ciagle — w9, linie przerywane — 1
pokazanych na rys. 3. Dodatnie linie J

zalomow plastycznych, réwnolegle do brzegu plyty, ograniczaja plat drodkowy.
W procesie plyniecia dynamicznego zachowuje si¢ on jak obszar sztywny i po-
rusza sig z predkoscia W (1):

¥ () il dla plata pierwszego
Be(r) a ’
3.10 Wi, =1 we () x
©10) FOx ) ch((t)) ?z dla plata drugiego,
wi{(t) dla plata trzeciego.

Pole predkosei przemieszezed w (xy, £), stanowigee rozwigzanie przyblizone zadania
dynamiki, nalezy do w° i jest okreS§lone parametrem intensywnosci o (¢) i para-
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metrami geometrycznymi { (¢), B (), x(0). Parametry geometryczne wyznaczajg
potozenie linii zaloméw plastycznych. Przyjete oznaczenia i zwigzki geometryczne
(rys. 3) sa mnastgpujace:
2(1) (r) : h(t)
(=" B=—=, k@)=

G1D h(z) B
g(t}:%, Ic(t)‘—‘m.

Pole sit bezwladnosci B wyznaczamy rézniczkujac pole predkosci w wzgledem czasu.

2. Pomocnicze zadania statyczne teorii nosnosci gramicznej. Mechanizm plastycz-
nego plynigcia w* okredlony jest linjami zatlomdw, ktérych polozenie przedstawiono
na tys. 3 liniami przerywanymi. Funkcjonal J* ma w tym przypadku nastepujaca
postaé:

(3.12) =D+ L%,
gdzie
. 1 4+ 62 Cs
== ——Bﬂ— PoWyab,
1 ﬂs 52
L= < 6—35—-3 C‘ — | p{£)W§ab,

LIsi:Lilz—I_i_LJZ]mI+L133—I+L;HII+L133—H+L3—H[

oraz gdzie L ® oznacza moc sit bezwladnosci B=myw wystepujacych na obszarze
platéw r=1, 2, 3, wyznaczona dla pola predkosci przemieszezen WS, Poszczegdlne
platy pola w* oznaczono kolejno R=I, I, III (rys. 3), przy czym

L},-rz_l_li(l"ﬁ“_) f; (4—3—?—)mvirf,ab,

L;~r=% ( W;C )',:—f:;; =y mv ab,

e [ e it e
(“’;‘:) g2 i

A LS N I

s

L3 M=5, (1 —ﬁ‘)(l = %) i, ab .
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© Przytoczone skiadniki (3.12) wyznaczono dla 1/4 obszarn plyty. Nie przylaczamy
ukladu réwnad (2.11), (2.12), ktéry wyprowadzw nalezy dla postaci funkcjonatu
J3, podobnie jak wzdr (3.12).

3. Rownanie opisujqce rozpatrywane zadanie dynamiki. W tym przypadku, po
utozsamienin CS {1 f5=p, otrzymujemy

(6 3p— 3—+2ﬁ—2) (t)——(1+§2€)p [(ﬁ).ﬁ2(4—3£)+
(o) AV ¢

B B ]
+12(1— ﬂ)(l C) 0+( 5 ) 7 ¢ 5 (4-38)

= 2}3 - [( e ) ( ) ( X )]
Doy (32 t 4-—3 4-3 0,
282 [ ﬁ] ﬁz(%é')f
— - (3-2 +m|2(2-36)+3 =0
- Réwnanie (3.13); wyraza bilans mocy obcigzenn zewngtrznych sit inercyjnych i sit
wewngtrznych. Réwnanie (3.13); ; sa natomiast warunkami (2.12) okreflajgcymi

ekstremalne wlasnodci pola w*, utozsamionego nastepnie z w. Wykorzystanie (3.13),,5
w roéwnaniu (3.13), pozwala okre§li¢ przyspieszenie §rodkowego obszaru piyty,

(3.14) mwo () =p(t).

Uwzgledniajac (3.14) w (3.13);,5 otrzymujemy ukfad réwnafd rézniczkowych na
poszukiwanie parametry geometryczne f(f) 1 {(#):

: o mro-flesglec-sd)
I(f)ﬂ(“- 3— )(4 38) |

(3.13)

(3.15)

ﬁ=*——m [2170 - (2 - g) Bp (f)] ;

1) p 7
gdzie

I{t)=fp(t)dt.

Ruch plyty, wywolany dziataniem obcigzenia duzego, nalezy analizowa¢ w ko-
lejnych fazach. Liczba tych faz zalezy od charakteru zmiennosci w czasie obciaZenia
dynamicznego.

Rozwazymy obciaZenie duZe, monotonicznie malejace w calym okresie dzialania.
Ruch bedzie odbywaé sie w dwéch fazach. Faze poczatkowa opisuja réwnania (3.14)
i (3.15). Przy zerowych warunkach poczatkowych, we (0) =W, (0)=0, uklad réwnan
(3.15) jest nieoznaczony w chwili =0. Poczatkowe wartoéci poszukiwanych para-
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metréw ¢ (0)=Co, B(0)=pf, mozna otrzymaé wymagajac skoficzonych wartodci

dla £ (0)if (0):

(ﬁﬁo (2 - %_) =2 3
(3.16) o
gy e
, o 2
gdzie
¢=p (O)/po -

Przy numerycznym catkowaniu (3.15) sa uzyteczne wartosc1 ¢ i p(0), ktdre
mozna otrzymaé na podstawie regoly de YHospitala:

A4 . 4p
to=2 po=",

AC=_BiA4_—.BzA2, Aﬂ A B2 A Bl’ AEAIBZ—AE'B]_,

1. .
| A== pfi4- 31%)(4 3’2") wgz—ﬂézczwwmﬂ,_
(3.17)
A2=3§?(1_§o)ﬁ0”3524’0+360:
3
A3=§9”€2_» A4=2¢’ﬁo(4 3£(L)
o o
' Bo\ B(O
-BI‘:?(éﬂ'_l)ﬂ()a B2=_ﬂ§(2_g) pp(o)’
gdzie :

p=p0)/po .

Poczatkowa faza ruchu koficzy si¢ w chwili 1=¢, wraz z zanikiem $rodkowego
obszaru 3. Zachodzi wowczas réwnos¢ { (t,)=p(¢;). W drugisj, koficowej fazie
- ruchu plynigcia pole predkosei jest takie same jak w przypadku (3.2). Wéwezas.
' poprawne sa réwnania rézniczkowe (3.6). Warunki poczatkowe dla tej fazy ruchu
sa warunkami koficowymi fazy poprzedniej:

wo (¢} :%f I(t)de, Wo (tl) = If:) s
(3.18) ' 0 ‘

¢(r)  wedhig (3.15), 1(:); fp(t)dff

Koniec ruchu wyznacza si¢ na podstawie (3.9).

Mechanizm ptynigeia, analizowany w poczatkowej fazie ruchu obeiazenia duzego,.
obejmuje réwniez mechanizm dla obcigZen érednich. Srodkowy plat, w mechaniZmie.
przedstawionym na rys. 3, redukuje sie do linii zaloméw CC’ w mechanizmic dla.
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obcigzen §rednich (rys. 2). Mozna wige wyznaczyé na podstawie (3.16) takg wartosc
wspdlczynnika intensywnosci poczatkowej obciaZenia p=g,, dla ktdrej poczatkowe
‘wartodci parametréw geometrycznych sa sobie réwne: {;=f,. Wartod¢ ¢, okresla
gbérng granic¢ obciaZenia o Srednicj intensywnoéci,

maxpy  (L+4¢2)— V1488

(3.19) Py r P

Rozwazmy nastepnie obciazenie, ktore jest rosnace w poczatkowym okresie i zmienia
intensywno$¢ ze éredniej na duzg. Ruch odbywa si¢ wowczas w trzech fazach. Po-
czgtkowa faza tuchu odpowiada obcigZzeniu $redniemu. Narastajace obcigZenie
osiaga w pewnej chwili 7,, graniczng warto$§¢ obciazenia Sredniego: p (7)) =max gy
Qd chwili #, nalezy analizowaé kolejne dwie fazy wladciwe obceigzeniu- duzemu.
‘Warunki poczatkowe dla pierwszej z tych faz sa warunkami koncowymi fazy po-
czatkowej ruchu.

"Przedstawione w tym punkcie zadanie dynamiki sztywno-plastycznej plyty pro-
stokatnef, pod dzialaniem obciazenia dowolnie zmiennego w czasie, sprowadza sig
do ustalenia fazowosci ruchu i rozwigzania ukladéw réwnan rézniczkowych z odpo-
wiednimi warunkami poczatkowymi. W pracy poszukiwano rozwigzan tych ukladow
rownan na drodze numerycznej.

Na rys. 4 1 5 podano rozwigzania uzyskane dla obciaZzes Srednich

t
(3.20) PO =prxe5, Tz?

oraz obciazen duzych.

1-72  dla 0<r<],
G¢21) 0N P )
4 0693

gesf —— o = g6 peeq § MW
060 i ‘ PycT?
085 25
20 )
MWy ﬁl
RT g i
10 i
05
I 1 = P
10 ot
: 70 et
T
Priay € -
Braxh P [mezz,:;pok. | £-20]

Rys. 4. Zmiennos¢ w czasie charakierystycznych parametréow dynamicznege procesu plyhigcia
wywolanego §rednim obcigzeniem (3.20); a parametr geometryczny £ (¢); b predkosc srodka plyty
o {1); ¢ przemieszczenie $rodka plyty we (£)




METODA KINEMATYCZNA W DYNAMICE KONSTRUKCJI SZTYWNO-PLASTYCZNYCH 507

Przedstawione wyviki numeryczne wskazujg na male zmiany wartodci parametru
{{¢) w procesic plynigcia plyty. Ruch linii zalomdw, kiére dobiegaja do narozy
plyty, zmienia lokalnie ksztalt pola predkosci przemieszezefi i przez to forme ruchu.
Zmienno$¢ w czasie parametru {(¢) nie ma jednak duzego wplywu na koficowe
przemieszezenie i czag trwania ruy-
chu. Natomiast istotny wplyw na
ruch plyty ma niestacjonarnoéé linii
zatloméw réwnolegtych do brzegdw
plyty, ktére powstaja przy drziala-
niu obciaZzen duzych. Proces plynie-
cia dynamicznego plyty prostoka-
tnej przy zatozeniu { (f)={, =const
analizowano w pracy [17].
Otrzymane rozwigzanie kinema-
tyczne plyty prostokatnej w szcze-
gélnym przypadku £ =1 jest zgodne
z rozwiazaniem Scistym plyty kwa-
dratowej podanym w pracy [I3].
Nalezy réwniez podkresli¢ zgodnosé Fnog
naszych rozwazan z wezedniejszymi
wynikami autora [16], gdzie sfo- Rys. 5. Zmienno$é w czasie charakterystycznych
rmulowano metod¢ réwnowagi dy- parametrow 'dynarnic.zn.egc‘; procesu plynigcia wy-
namicznej platéw dla plyt sztywno- wolanegoe duzym obciazeniem (3.21); @ parametr ge-
. d ometryczny S({¢); b parametr geometryczoy £(r);
plastycznych odpowiadajacych wa-

: _ ‘ ¢ predkosé Srodka plyty we (7); d przemieszczenie
runkowi plastycznosdci Johansena. srodka plyty o ()

|
|
- 1
70 ©=1399 » za 30 =334

Prel-1)°
it [ Brax=100¢, | £=20]

4. POWLOKA KULISTA O MALE] WYNIOSLOSCI

Oszacowanie z nadmiarem obcigZenia granicznego powloki kuliste] o malej
wyniostosci przedstawiono w pracy [14]. Rozwiazanie uzyskano przyjmujac uprosz-
czong powierfchnig graniczng. Sily wewnetrzne powloki spelniaja nastepujace wa-
runki stanu granicznego:

(4.1) . Nr=N¢=N09 M@:MOS Ong"gMﬂ’

s

Mechanizm plynigcia powloki okreslony jest powierzchnia stozkows. Oszacowanie
kinematyczne obcigzenia granicznego ma postad

Ny Mo)

(4.2) Pov=6 ( R

Rozwazymy zagadnienic dynamiki dla zmiennego w czasie obcigzenia o duzej
mtensywnoscei. Rozwigzanie kinematyczne wyznaczymy opierajac sic na warunku -
minimum (2.6) i réwnaniu podstawowym metody kinematycznej (2.7).

KRozprawy Inzynlerskie — 8




508 . ’ GREZEGORZ BAK

Przyjmujemy, %e warunki graniczne (4.1) okreSlaja dynamiczng -powierzchnig
plastycznoéci w calym procesie plynigcia. W poczatkowej fazie ruchu poszukujemy
rozwigzania w rodzinie kinematycznie dopuszezalnych pol predkofci przemieszezen:

I W (1)

ro
’ (i P) » Jezeh o’ (t)gl):— <1,
(@4.3) = 1=50@ @

we(f), jezeli 0gp<af(t).

Pole sit bezwladnosci B (p, £), zwiazane z poszukiwanym polem predkosci przemiesz-

.czefi Ww=w (o, a), przedstawiono na rys. 6. Zadanie rozwigzunjemy bezpoéi‘ednio
wykorzystujae uklad réwnan metody kinematyczne] (2.6) 1 (2.7). Funkcjonal (2.5)
jest w tym przypadku nastgpujaca funkcja parametru of:

(4.4 T = () =D —LE+ L5,
gdzie
[ e
D°=2nlf(N,éf+N ac)rdr+JM¢,kwidt+M0 e m}=
5
ZNO . 6M, 1 .
=“:,; (1+et+a)+ poaar WG,

. . T .
L;:Z'Efp(t)ﬁr“rdr??(1+or.c+o:°2)a2p(t)ﬁico,
0

1o nB i “ +‘1 o \ Az 43e)
¢ = nf (r, )W rdr=miwo & - 6(1—0’) 1-af
b

\ i
j|-3w01 - [3{e?—a Y2 (e — o )}ma’“wg,
we o 1 dwe e e d
F=ge=—0y) k= —— , =— - .
" * R 7 @ Foodr dp dp Jo=ac— dp pat+

Z uktadu warunkéw (2.6) po wykorzystaniu «°=u i (2.7) otrzymujemy uktad réownaft
rézniczkowych opisujacych rozpatrywane zadanie dynamiki dla obcigzeft o inten-
sywnosel duzej:
- 2N,
mw (£y=p O-% >

(4.5)

0

W, 12
-2 a0 wp -2
()= A=) (14310 ’

. gdzie
. t

N,
i(H)= f {p(t)—'T] dr.

]
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Bedziemy analizowa¢ ruch powleki pod wplywem obciaZenia duzego, monotonicznie
malejacego w calym okresie dzialania. Nalezy rozwazy¢ dwie fazy ruchu. W fazie
poczatkowej linia zalomu ruchomego, okreslona parametrem o (¢), przemieszcza sie
do $rodka powloki. Catkowanie uktadu réw-

nan (4.5) przy zerowych warunkach pocza- bt
tkowych w, (0) =1, (0) =0 pozwala okreslié IRTIENRERETRERLC

przemieszezenie srodka powloki i polozenie m

zatomu ruchomego; ‘ 1 o a L

Lf ol P TT B)
= r f -
» ="~ [ i@, %),/ e
: - ° Al [vrc]
(= Ue)=" o o)y

. N . Rys. 6. Ilustracja graficzna poszukiwania
Konjec fazy poczatkowej chwili ¢=7,, naleiy rozwiszania zadania dynamiki powioki
wyznaczy¢ na podstawie (4.6), wymagajac, kulistej o malej wyniostosci
aby « (t,}=0. Od chwili t=¢ nalety roz
wazal fazg konicowa ruchu powloki plastycznej. Forma ruchu bedzie stacjonarna.
Pole predkosci przemieszezedi w stanowi powierzchnie stozkowa, ktdra wyznacza
nieznany parametr intensywno$ci w,(¢), tj. predkosé srodka powloki. Z zasady
bilansu mocy sit wewngtrznych i mocy obciazen zewngtrznych otrzymujemy przy-
spicszenie $rodka powloki w tej fazie ruchu:

) mwe ()=2[p ()~ poil.-

Czas trwania ruchu i koncowe przemieszczenie trwale $rodka powloki sa réwne
odpowiednio

) (1))

[ t = e
Por ! 12M, .

(4.8)

- et 6M,
mwo(tf)=2f:(t)dtwft(t)dt“*"-—a--z——(tf—tl),
0 0

gdzie

1 o -ZNO
0= s, 10=[ o0 a.

Graniczng wartos¢ obcigZenia Sredniego mozna wyznaczyé z (4.5),, podstawiajac

g=o0=0:

6M, N,
({9) | max p,, =2 e +T .

Przy Srednich obcigzeniach dynamicznych ruch odbywa si¢ w jednej fazie. Pole
predkosei przemieszezen w jest identyczne z polem predkosei, ktére wystepuje w fazie.
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koficowej przy dzialaniu obcigZenia duZego. Kofcowe przemieszezenie §rodka
powloki przy dzialaniu obcigzenia $redniego wynosi

iy
(4.10) mw, () =2 [ 1(e)di—pox1,
4]

gdzie ¢, jest wyznaczone z {(4.8),.

Podane rozwiazanie przyblizone dla powloki o malej wyniostosci redukuje sig
w granicznym przypadku R—oco do rozwiazania Scistego plyty kotowej pod obcia-
Zeniem zmiennym w czasie [3].

5. ZAKONCZENIE

Przedstawiona metoda kinematyczna umozliwia analizg stacjonarnych i niesta-
cjonarnych proceséw plynigcia  konstrukeji sztywno-plastycznych obcigzonych
dynamicznie w zakresic matych przemieszczen. Dokladnos¢ rozwigzan uzyskanych
ta metody w stosunkn do rozwiazafi cistych zalezy od wyboru rodziny kinematycznie
dopuszczalnych pdl predkodci przemieszezen Wi, w ktdrej poszukujemy rozwiazania
przyblizonego w,. Metody wariacyjne teorii plastycznodci [1] pozwalaja na okrelenie
ekstremalnych wlasnoéci pola predkosei w;. Metoda moze byC stosowana w zakresie
waznoéci twierdzenia minimalnego. Jest ono poprawne dla statecznych materiatéw
plastycznych podlegajacych stowarzyszonemu prawu plynigcia plastycznego. Postulat
statecznosci Druckera (2.3) nalezy odnieé¢ do kazdej chwili procesu plynigcia dy-
namicznego, Dlatego bedzie uzasadnione poszukiwanie rozwiazan dla materialow
o bardzo zlozonych wlasnoéciach plastycznych, jak réwnieZ uogdinienie metody
dla zakresu duzych przemieszczeni. Przy poszukiwaniu rozwigzait stacjonarnych
probleméw metoda kinematyczna redukuje sie do réwnosci bilansu mocy (2.7)
w kazdej chwili procesu plynigcia. W tej formie byla dotychczas stosowana migdzy
innymi w pracach [11 i 12]. Nie podejmowano jednak w nich problemu okre-
§lenia ekstremalngj formy dynamicznego ruchu konstrukcji plastycznej. Przyjmo-
wano, Ze forma ruchu jest niezmienna w czasie 1 identyczna z odpowiednim me-
chanizmem plyniecia stafycznego zadania noénofci granicznej.
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PeswmMe

KHHEMATMYECKAN METO[ B JHHAMHKE RECTKO-IJIACTUUECKHX
KOHCTPYKITWH

IIpencrasnen KHHSMAaTHICCKHH METOJ DEIlcHWA HCCTAIMOHADHLIX 34044 JHHAMMKM KECTKO-
IAaCTHYCCKAX KOHCTPYKIHHE B obnacTi Mansx nepememennd. ITombop COOTBETCTBYICIIETO IO/
CKODOCTHE IGPEMCICHEN, B KAXIEIE MOMEHT NpOLecca TEYCHAA, IPOE3BOIATCA HA OCHOBE MHHW-
MaJTbHOH TeopeMbl TeOPHM HacTHHocTH [1]. IpuMerenne MeTONA HITIOCTPAPYETCA OPUMEPaME
ONpEReNCHUA NBIDKCHAR KCCTKQ-HACANEHO INIACTHYECKOH OPAMOYFOABEOH INHTHI H ciepudecxoit
0BOIIOUKH ¢ MANEIM BIHECOM, PaceMOTpeHR IMHAMETECKas HATIPY3Ka UPOH3IBONLHO MEHTIOTIAACT
BO BpPEMeHH.

SUMMARY

KINEMATICAL METHOD IN DYNAMIC OF RIGID-PLASTIC STRUCTURES

“Thie kinematical method of solution of the nonstationary dynamic problems for rigid-plastic
structures is presented, The corresponding field of the displacement velocities in each moment
of time of the flow process is choosen from the minimum theorems of the plasticity theory [1].
The method was illustrated by the examples determining the motion of the rigid-perfectly plastic
rectangular plate and shallow spherical shell. The dynamic load changing arbitrarily in time is
assumed.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 wrzesnia 1976 r.






